Exame final nacional de Matemética A (2025, Epoca especial)

Proposta de resolu¢ido

1. Calculando o limite de cada uma das sucessoes, temos:

2 —n? 2 n?
2 p? w 0-n
e lim " lim n zlim%—hmT—hm( n)=—
n n

lim(—2)" lim (—2") ; n {mpar —00 ; n impar
im(—2)" = =
lim 2™ ; n npar 400 ; n npar

\" ,
. N\ hm( <‘ ) ) ; n impar U oty
lim —5 = 0+ - =0;
hm( ) ; m mpar ; e npar

lim(2n + 3) = 2(+o00) + 3 =

Resposta: Opgao C

2. De acordo com o enunciado, temos que:
® ajg—as =3
® a4 X a1 = 40

Assim, resolvendo o sistema seguinte, usando a definicdo de progressao aritmética (a19 = a4 + 67), deter-
minamos o valor do primeiro termo (a1) e da razdo (r) da progressao:

ag—ag =3 ays+6r—ayg =3 6r =3 ’f':g
<~ <~ <~ 4
ag X ayg = 40 a4><(a4+67")=40 a42+a4x6r:40 a42+a4x6xl:40
2
1 P = l 1
T = - = —
2 2 "T o
54 54 54
-3+ /32 —4(1)(40
as?2+3as—40=0 ay = (D{40) ag =5V ag = -8
2(1)
Como (a,) é uma sucessao de termos positivos ay = 5, pelo que o primeiro termo é:
1 3 7
=a4—3r=5—-3x-=5—-=—
ai ayq T X B B) B
Assim, calculamos a ordem, k, do termo 173, resolvendo a equagéo:

7 1 T+k—1
art(k=1)xr =173 & S+ (k—1)x5 =173 & +T =173 & 6+k = 346 & k = 346—6 < k = 340



3.1. Comegamos por determinar a expressao da derivada da funcao f:

) = (2m+3+ln((1—x)3))I: (22) + (3)' + (1n((1—x)3))':2+0+.(((11—:;)3) =

3(1 - xz)%(1 — =) _ 5
(1-2)3 1—x 1—z 1—x

Calculando os zeros da derivada da funcgao f, temos:

(W -@)) _,, 30-1) _, 3

fl@)=0 & 2— =0& 2 s 21-2)=3 &

1—2z T 11—z 2k

S 2-2r=3¢ 2r=3—-2<& 2r=1 @x:—%

Estudando a variagao do sinal da derivada no dominio da funcao e relacionando com a monotonia
da funcao, vem:

x | —oo -
f + 0 — n.d.

f —7 | Méx. | 3 | nd.

Assim, podemos concluir que a funcao f:

=
—

e ¢ crescente no intervalo ] _00’5] ;

1
e ¢ decrescente no intervalo [—5,1[ ;

. 1
e tem um extremo relativo em x = —5 .
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3.2. Como a fungao g resulta de operagoes entre fungoes continuas, em | — 0o,1[ é continua, pelo que a
Unica reta que pode ser uma assintota vertical (paralela ao eixo das ordenadas) do grifico de g é a
reta de equacao x = 1.

Calculando lim g(z), temos:
rz—1-

. . 20+3+In(1-2)3) 2017)+3+In((1-17)3%)
lim g(z) = lim = =
T—1- Tz—1— z—1 1- -1

24+3+In0" 5+ (-00) -
T o0 "o o '™

Logo a reta de equagao x = 1 é assintota do grafico de g, sendo a unica paralela ao eixo das ordenadas.

Averiguando se existem assintotas horizontais (paralelas ao eixo das abcissas) do gréfico de g, temos:

) . 204+3+In((1-2)) 2(-00)+3+In((1-(-))}) —oo+4 o0 :
lim g(z) = lim = = (indeterminagao)
r——00 T——00 z—1 —o00—1 —00
2z +3+In((1-2x)3 20 +3 In((1-2)3
lim g(z) = lim — n((1-2) _ (243 W(@-27))
T ——00 T——00 x—1 r——00 rx—1 z—1
27+ 3 In ((1—2x)3 2 In ((1—2)3 In ((1—z)3
 hm BES gy RO 2 B0y g, IO
T——00 T — z—>—00 r—1 T——00 I z—>—00 r—1 T—>—00 —(1 = x)
(considerando y = 1 — z, temos que se x — —o0, entdo y — +00)
In (33 31 1 1
Cot nm PO oy g 38 oy gy (3>< ny) —2-3x lim -2 =2-3x0=2
y—+oo —yY y—+oo —yY y——+oo Yy y—+oo Y
Lim. Notéavel
Assim, como D, =] — 00,1[, temos que a reta de equacao y = 2 é a Unica assintota do gréfico de g

paralela ao eixo das abcissas.

3.3. Temos que:

£(0)  2(0)+3+1In((1-0)?) _0+3+mn(1%) 340 _

90 =5=7= -1 -1 o =3
Assim temos que:
e a funcdo f é continua em | — oo,[, porque re-
sulta de operagoes entre fungoes continuas neste | C.A.
intervalo, também é em [—6, — 5] ;
o f(—6) < —3< f(=5); £(=6) = 2(=6) + 3 +1n (1 — (—6))?) ~ —3,16
pelo que podemos concluir, pelo Teorema de Bol-
zano, que existe ¢ €] — 6, —5[ tal que f(c¢) = =3, ou

seja, que a equagao f(z) = -3 < f(z) = ¢(0), f(=5)=2(-5)+3+1In ((1 - (_5))3) ~ —1,62
tem, pelo menos, uma solugao em | — 6, —5[, isto é, a
equagao é possivel neste intervalo.
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4. Considerando d, a abcissa do ponto D, temos que:
e DO =C—D=(08) - (d0) = (—d,8) ;
e DBE=B— D =(158) — (d,0) = (15— d,8) ;
o DC-DB = (—d8)- (15— d;8) = —d(15 — d) + 8 x 8 = —15d + d® + 64

Logo, determinando o valor de d, recorrendo ao produto escalar, vem:

154+ +/(—15)2 — 4(1)(14
DC-DB =50 < d®—15d+64 = 50 <> d>—15d+14 = 0 <> d = V(=15) (H{4)

=1 =14
201) & d vd

Como OD < DA, entdo d = 1, pelo que as coordenadas do ponto D, sdo (1,0) .

5. Inserindo numa lista da calculadora gréfica os valores da distancia percorrida, em quilémetros (as abcissas
dos pontos do grifico), e noutra lista os valores da energia gasta, em quilocalorias (os ordenadas dos
pontos), e calculando as medidas estatisticas referentes as duas listas, obtemos os valores da média das
distancias percorridas (Z4), e da mediana das quilocalorias gastas (Z.):

Ty~ T7,5eZ, =515

Com os dados das duas listas, podemos calcular o valor do coeficiente de correlagao linear, cujo arredon-
damento as centésimas, é r = 0,99, o que significa que a correlacao entre as duas varidveis é positiva forte.

Usando a regressao linear anterior, representando a reta de regressao e usando-a para obter uma esti-
mativa da energia gasta num treino em que se percorra 6 quilémetros, ou seja calculando a ordenada do
ponto da reta que tem abcissa 6, obtemos o valor 411 quilocalorias.

Logo, as correspondéncias corretas sao:

eIl —a)

e IT — b)
e ITI — ¢)
e IV — b)

6.1. Sobre um ponto da reta C'D sabemos que:

e pertence ao plano que contém a base [ABC D], e este é definido pela equagéo = = 3, entéo, como
qualquer ponto desta reta, tem abcissa 3;

e pertence ao plano CDFE, pelo que verifica a equagao 5y + 2z — 62 = 0.

Assim, de entre as opgoes apresentadas, a Unica que representa um ponto que verifica cumulativa-
mente as duas condigbes ¢é (3,4,21), porque a abcissa é 3 e 5(4) +2(21) —62=0.

Resposta: Opgao A
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6.2. Como a reta EF é perpendicular ao plano CDFE o vetor normal do plano, 9(0,5,2), também é um
vetor diretor da reta, e uma equagao da reta EF é:

(x,y,2) = (=9,0,2) + £(0,5,2), k € R
E assim, um ponto genérico desta reta, tem coordenadas: (—9,5k,2 + 2k), k € R

Como o ponto E é a intersecao da reta F'F com o plano CDE, substituindo as coordenadas do
ponto genérico da reta E'F na equacao do plano C'DFE, obtemos o valor de k, correspondente ao
ponto E:

58
5(5k) +2(2+2k) —62=0 ¢ 26k +4+4k—62=0 & Wk =624 & k=5 & k=2

Desta forma, temos que as coordenadas do ponto E sdo (f 9,5(2),2 + 2(2)) = (-9,10,6), e o compri-
mento da aresta da base é:

EF=/(-9—(-9)2+(10—-0)2+ (6 —2)2=+0+ 100 + 16 = V116

Como os planos que contém as bases do prima sdo paralelas. Como a base [ABC D] estd contida no
plano de equagdo x = 3 e o ponto F tem abcissa —9, entdo a base [EFGH] estd contida no plano de
equacao ¢ = —9, pelo que a altura do prima é:

AF =3—(-9) =12
E assim temos que o volume do prisma é:
V=EF x AF = V116 x 12 = 1392

7. Como a concentracao de paracetamol tem de ser superior a 15 miligramas por litro de sangue para produ-
zir efeito terapéutico significativo, a duracao do efeito é a amplitude do intervalo que é solugao da condigao

C(t) > 15 Yy

Assim, inserimos na calculadora grafica

a expressao da funcao C, e funcao cujo
grafico é a reta horizontal de equaagao y =

15 e visualizamos os graficos das fungoes
reproduzidos na figura ao lado. Usando

a funcao da calculadora para determinar
valores aproximados das coordenadas do
ponto de intersecao de dois gréficos, obte-

mos o valor aproximado (as milésimas) das
abcissas dos pontos de intersecao das duas
fungdes, a que correspondem os instantes ¢
em que a concentracao aumenta para va- | C
lores superiores a 15 mg/l (t; ~ 0,166) | !

e depois em que baixa deste valor (ty =~ ]
10,600) . 0" 0,166 10,600 %

Assim, concluimos que o medicamento é eficaz no intervalo de tempo ]0,166 ; 10,600, ou seja, durante:
10,600 — 0,166 = 10,434 horas

Como 0,434 horas correspondem a 60 x 0,434 =~ 26 minutos, concluimos que o paracetamol produz efeito
terapéutico significativo durante 10 horas e 26 minutos.
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8.1. Considerando a experiéncia aleatéria que consiste em escolher, ao acaso, um um aluno presente na
assembleia, e 0s acontecimentos:
D:<Ser do 12.° anos
A:<Frequentar a disciplina de Matematica A>

Temos que

9 -9 9 9 2
PDuUAd)=—=-«P(Dnd)=—<1-P(DNA)=— & -PDNA)=—-1PDNA)=—
PUE) = qq & PN = 77 & (DnA) =g e-PONA)=q-1e PO =g

Designado por a o nimero de o nimero de alunos presentes na assembleia, sabemos que

1
P(DNA)= 10
a
Logo determinando o valor de a, temos:
2 10 10 x 11
—=— = & a=55

1o ¢ 2

8.2. Como existem 25 alunos do 12.°2 ano na assembleia e se pretende escolher ao acaso, um conjunto de
3,0 nimero de conjuntos diferentes que é possivel escolher (sem considerar a ordem relevante), é 2°Cs .

Como se pretende que destes 25 alunos, pelo menos um frequente a disciplina de Matematica A,
o numero de conjuntos de 3 alunos que verifica esta condicao pode ser determinado pela diferenca
entre o nimeros total de conjuntos de 3 alunos do 12.° ano e o ntiimero de conjuntos formado unica-
mente por alunos que nio frequentam a disciplina (25 — 10 = 15 alunos). Ou seja, 2°C3 —1° Cs.

Assim, a probabilidade de selecionar um grupo de 3 alunos do 12.2 ano, em que pelo menos um
frequenta a disciplina de Matemaética A, é:

Boy 1503 369

B0y 460
Resposta: Opgao C

9. Considerando a experiéncia aleatdria que consiste em selecionar ao acaso, um dos alunos do 11.2 ano desta
escola, e os acontecimentos:
F:<O aluno frequenta a disciplina de Filosofia>
E:<O aluno frequenta a disciplina de Economia A>»

Sabemos que:

o P(F)=2P(E) & P(E)= %P(F) :

e P(FUE)=3P(FNE).

Assim:

e P(FUE)=P(F)+ P(E)— P(FNE) < 3P(FNE)=P(F) + %P(F) —-P(FNE) &

& 3P(FNE)+P(FNE) = gP(F) + %P(F) o 4P(FNE) = gP(F) o P(FNE)= gP(F)

e« P(ENF)=P(F)— P(FNE) = P(F) — ZP(F) = SP(F) - %P(F) = gP(F)

Logo, a probabilidade do aluno escolhido ao néao frequentar a disciplina de Economia A, sabendo-se que
frequenta a disciplina de Filosofia, é:

5
_ PENF) gPE) 5
PB4 = =5 = “pEy = s
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10. As coordenadas dos pontos de intersecgdo dos graficos das fungoes f e g sdo as solugoes da equagao

11.

12.

f(x) = g(z). Assim resolvendo a equagao temos:

3

3 2 sen ~x 2 2 2

f(z) =g(z) & sen®z =senzcos‘z & =cos’z & sen’r = cos’z & sen?
senz#0 Sen x

r=1-—sen’z &

V2

1 1 1
& 2sen’zr =1 &< sen’zy = 3 & senx:l:\/g & senx=+— & seny = +—

/2 2

2
Como z €]0,7[, a equacao senx = —5 é impossivel, pelo que as solugoes da equagao sao:

2
sensz & senxzsen% & xz%—l—%ﬁr\/x:ﬂ—%—k?lm,kez

- - us 37
Como z €]0,7[, a equagao tem duas solugdes (para k = 0), nomeadamente x; = 16%2= pelo que as
ordenadas dos pontos de intersecao dos gréficos sao:

'f(ﬁ)zsen?’ﬂ:(\/i)gzmzﬁ.

4 4 2 8 4’
5 g I edT 5T _ V2
4 4 4 4
= p - - T 2 3T V2
Logo as coordenadas dos pontos de intersecao dos graficos das fungoes f e g sao <4,\4[> e <4,\4[> .
Temos que:
3
e Como f"(z) >0 & z > 1°© f”(z) tem exatamente dois zeros, estudando a variacao de sinal de f”
e relacionando com o sentido das concavidades do grafico de f, vem:
T —00 % 3 +o00
1 = 0 + 0 +
f 77N\ Pt. 1. N N
Desta forma como em x = 3 nao existe variagao do sinal de f”, entdo nao existe um ponto de inflexao
no grafico de f com abcissa 3, pelo que a afirmagao I. é falsa.
3
e Como no intervalo ] 00,4] , [ (z) <0, entdo a funcao f’ é decrescente neste intervalo. Assim como
-2 < =1, f(-2) > f'(-1), ou seja o declive da reta r é maior que o declive da reta s, pelo que a
afirmacao II. é falsa.
12.1. Como % = i4¥5+3 = j3 = —j_ e considerando |w| = p, temos que:
B xw? —ixwxw —ixwd €T x (pew)3 eF x piei®  pei(FT30) (3 +30)
= = — = — = - - = - = - = pe 2
W WX w W X w pez(—e) X p619 p2e7.(—9)+9 p2ez><0

23 2 3
Ou seja, Arg (wa> =360+ iy
w 2

Resposta: Opgao D
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12.2. Escrevendo 1 — i na forma trigonométrica (pe'®) temos:

e p=|z =12+ (-1)2=VI+1=12

o tgh = 4= —1; como senf < 0 e cosf > 0, § é um angulo do 4.° quadrante, logo 6 = —%

Assim 1 —17 = \/iei(f%).

Resolvendo a equagao, vem:
(1-0)2 — 82T =0 & (\/iei(*%)) S _8v2f =0 o (\@ei(*%)) S =82 % o

o VIR e 8V2 (-

< 27 = \/iei(*%) = Z \/5

1) & B =811 o B =8 o

T +2km 5 +2km

& 2=V8eF & z=V8"F o z=2""73 ,ke{0,1,2}

Assim, os trés numeros complexos que sao solugdo da equagao, sao:

3 = 2e' 3 = 2e'6 = 2e'2

- - m - 5
Como w é uma das solugoes da equacao e Argw € ] 7T [, entdo w = 2¢'6 .

Escrevendo w na forma a + bi, com a,b € R, temos:

3Bz 5 5 3 1
w:26256:2<00867r+iseng-> :2<—\2[+i2> =—\/§—|—z’

13. Para estudar a funcao g quanto ao sentido das concavidades do seu gréafico, comegamos por estudar o sinal
de g"":

o ¢'(2) = (f@P) =2 % f(z) x
o g'(2) = (¢'(@) = (2% f(@) x
=2((/'@)* + /(@) (=)
Assim, temos que:
e 2>0
e (f'(z))> > 0 para z € R porque f'(z) é um nimero real e nio se anula;
o f(x)> 0 para x € R porque f é positiva;

e f"(x) > 0 para z € R porque o gréfico de f tem a concavidade voltada para cima.

Logo podemos concluir que ¢”(x) > 0, para z € R (porque g” resulta de somas e produtos de fungdes
positivas ou néo negativas), ou seja, o gréifico de g tem a concavidade voltada para cima.
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